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INTRODUCTION 
Nous nous proposons d’analyser ici une I- et 2-cohomol 
algebre, lorsque T est une thizorie algibrique (finitaire, 
q~elconque. 
La premit5re observation quiest faite (Section I)est que dan 
e&gnries de structures algkbriques importantes ~gr~~~~s, ~~~ea~~, k- 
algbbres a sociatives, k-algbbres d  Lie,...) la notion de ~~t~~o~i~ interne esb 
~q~~va~~nt~ 1 diffkrentes variantes defa notion “‘module croisB,” due i 
Mac Lane et Whitehead [181. Le fait que ees mo es croisCs f~~r~isse~t les 
bons coefficients  cohomologie d s groupes (CC Mac Lane j17], er 
[3]), et J’observation de faits analogues P prop d’autres structures 
algkbriques importantes, ontconduit & penser qu’en isiral, es categories 
internes g la catigorie des T-algkbres (nous dirons le ~at~g~~~~s~ sent des 
coefficients adCquats pour une cohomologie d s T-algGbres, du 
petite dimension. 
Nous dtfinissons alors (Section 2)des ensembles de I- et ~-~~bo~o~~ 
de la manibre suivante. Un I-cocycle &une T-aIgbbre X B ~oe~~~~~t~ dans 
une T-catkgorie A st simplement un homomo e T-algkbres d  X
vers l’object A, des fl&ches deA. n remarque cette notion refxmvre B s 
diverses notions d’homomo~pbism croisC utilis6es dans “ia ?ittCrature comme 
H-cocycIe dans des situations algtbrique 
IJn 2-cocyle est constitub par une ap 
A et par une dorm&e qui mesur 
flttches d  A. Les conditions impos6cs 
ement i une compatibility avec
remarq~e g nouveau que la notion props 
ec celle de Dedecker 131; dans le cas des anneaux, on retrouve c ux de 
ac Lane [15-l 61; dans le cas de k-alg&res deLie, ceutr de 3631. 141” 
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etc. 11 s’agit Bvidemment d’une algebrisation tres naturelle de la notion de 
systeme d facteurs de Schreier. 
En utilisant ensuite (Section 3) une notion appropriee d  “suite exacte 
courte” de T-categories (reposant essentiellement sur la notion de 
precolibration de Grothendieck [9]), onobtient une suite ,,exacte” i six 
termes reliant lesensembles d  l- et 2-cohomologie. Ce resultat (theoreme 5) 
montre comment la 2-cohomologie mesure une obstruction au relevement 
d’homomorphismes croises, dans le cadre general dopt& ici. 
La dernibre partie d ce travail (Section 4) fournit une interpretation de 
l’ensemble de 2-cohomologie en t rmes de prefaisceaux internes particuliers 
sur la T-categoric. Nous les appelons des extensions cardans les ituations 
algebriques familieres ils correspondent a des extensions parun module 
croise. Mais cette notion d’extension inclut lanotion de torseur telle que 
Duskin l’a glneralisee pourinterpreter sa cohomologie [6]. 
Ajoutons unmot sur les aspects echniques d  I’exposi. 11 est bien connu 
qu’i c&e des modeles nsemblistes d’une theorie algebrique Ton est ament a
Ctudier des modeles dans une categoric de faisceaux (sur un espace 
topologique o  sur un site). C’est essentiellement de cette maniere que la 
theorie de Giraud [21] generalise a cohomologie desgroupes. 11 s’imposait 
done de considerer des modeles deT clans untopos. Enfait, parce que c’etait 
aussi simple, nous avons dans ce travail consider& queles modeles de T 
Ctaient dans une caterorie B quelconque possedant des limites a gauche 
finies. Dans les exemples pourtant, e  cedans un souci de simplification de la 
presentation, nous n’avons considere qu le cas ou B est la catlgorie des
ensembles. 
Terminons cette introduction en situant le present travail par rapport d 
quelques autres. L’origine e  reside ans l’etude de la cohomologie d’une 
catigorie a coefficients da s une 2catCgorie entreprise par un des auteurs 
(cf. [10+4]). P ar exemple, une 2-cohomologie a coefficients dans un 
“anneau croise” apparait dans [14]. On avait ete amene a conjecturer 
(colloque d’Amiens, 1975) que des methodes analogues pourraient reussir 
pour toute theorie algebrique. D skin avait pout sa part, suggire d prendre 
des “groupo’ides nternes” [5--71. C’est le fait d’avoir etudie d s structures 
algebriques “faibles” (telles les mono’ides) quiconduit aux categories 
internes, cardans le cas des structures “fortes” les groupo’ides nternes 
peuvent probablement suffire comme le pense Duskin. Rappelons entin que 
le souci de ne pas negliger l scas faisceautiques est egalement present dans 
les travaux deDuskin qui retrouve certains re ultats de Giraud (bien que 
dans la partie d son oeuvre publiee, il s’agisse principalement du cas 
abelien). 
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1. LES COEFFICIENTS DE LA C~~~~~L~G~~ 
1.1. Soit T une theorie algebrique a  sens de l’algebre ~~iversel%~ (i.e9 
une theorie concernant des operations finitaires et constituee d’axiomes 
~ga$i~ai~~s) et soit E” une categoric a limites a gauche finies. On cormait la
notion demodele de T dans 8 (appele aussi T-a% bre de 8): c’est unobjet 
de B muni pour chaque operation n-aire f T d’un msrphisme f,: 
--f X de telle sorte que pour tout axiome h(x, ...) xJ = k(XI,“., xn) de T, 
on ait h, = kx (oti h et k dtsignent desoperations 
de 8, et 4es homomorphismes d finis de maniere 
cattgorie qu nous disignerons par Mod,(T). Si 
ensembles, nous Ccrirons simplement Mod(T); c’est 
Si B est la categoric desfaisceaux s run e 
dq(T) est la categoric desfaisceaux de 
ans une categoric a limites a gauche finies: on peut aussi definir %a 
odele de la theorie des categories. Un te% modele s9 
quement une categoric interne a 29. Fixons quelques ~Qtatio~s~ 
une categoric interne a 8, on notera A,(resp. AJ 190bjet d s
e&es), tandis que les morphismes source, but et identite seront ote5 
o:A2-+Ai,a,:A,-+A, et q:A,+A2. Enfin, siA,X,114, estl~~~od~~t 
la composition estun morphisme p:A, x,,A, 3 L42a 
morph~s~~es sont lies par un certain nombre de mes comm~tat~fs 
~Orres~Q~dant aux axiomes definissant l  ~Qti~~ decategoric. La nation 
fo~~teu~ admet Cgalement une version i terne formalists en termes 
diagrammes commutatifs. Comme Mod posskde elk-mfme d s limites a 
gauche finies, la notion de categoric me y a un sens. sent C&S 
categories internes a Mod,(T) que nous prendrons comme toe ents de %a 
cohomologie desT-algebres de 8. Nous %es a~~ele~o~s es 
P 0. ous allons voir qu’elles interviennent-avec un visage ~~~~re~t 
2tre-pQur ncertain nombre de theories algebriques usuehes. 
Dam ce numiro, nous prenons pour B la categoric desensemb%e~~ mais 
servations faites s’etendent facilement au cas general. 
A. k3 MODULES CRoIs8s. Rappeions que %a cohomolog~e 
de Mac Lane [ 171 et sa gtneralisation par Dedecker 131, prenne 
ficients les modules croises. Un module croise est un qua 
oti El et IT sent des groupes, p est un homomor~hisme de 
un homomorphisme de Ip dans Aut(H) tels que 
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(i) Vh, k E H @@(h))(k) = hkh-‘, 
(ii) Vh~~V~Enp(fh)=f.p(h).f-’ 
(oii on a note 02 pour @(f)(h)). 
Un homomorphisme du module croisl (H, fl, p, @) dans (H’, n’, p’, W) 
est un couple (II: H-1 H’, 8: I7-+ fl’) d’homomorphismes telque p’ o q = 
19 op et Vh E H, Vf E 17 on ait ?I(%) = ecny(/z). 
PROPOSITION 1. La cattfgorie desmodules croish est canoniquement 
bquivalente ri lacatigorie descatbgories nternes ci la catkgorie desgroupes. 
Remarque. Cette proposition n’est pas neuve. Elle peut se ramener par 
exemple a un theoreme d Brown et Spencer [2] sur les “groupo’ides doubles 
speciaux a connexion speciale et point unique.” Nous crayons eanmoins 
que l’esquisse de d monstration suivante peut Ctre Cclairante. 
Dbmonstration. Rappelons simplement comment se correspondent l s 
objets: 
(a) A un module croise (H, fl, p, ‘P) on associe la categoric interne aux 
groupes (Ai , A,) donnee par A I = n et A 2 = 17 x H muni de la loi 
(.A h) * (f’, h’) = (l-f’, h - w
avec h(f, h) =A 4C.L h) =dh)f; r(f) = CL e> et lu((flT hh Cf,:U) =
(f,, h, h,) (qui est delini s et settlement si f2 =p(h,)f, . 
(/3) Inversement, a unecategoric interne aux groupes (A,, AJ on associe 
le module croise (H, 17, p, @) donne par n = A, H = ker a,, p= 3, lH et 
WfM) = rCf> *h * rdf-‘) 
ou * designe lamultiplication dans A*. 
B. LES ANNEAUX CROISBS, LES K-ALG~BRES DE LIE CROISBES. Par 
analogie avec e qui se passe dans les groupes, on peut definir la notion 
d’anneau croise (cfr. aussi [ 141). Un anneau croise est un triple (a, p, A) oii 
A est un anneau, a est un anneau qui est un A-bimodule, p: a + A est un 
homomorphisme d’anneaux lineaire pour la structure de A-bimodule donnee 
sur a, tel que 
Va, PE a, Pa = PP@> = PC4 a. 
Un homomorphisme d’anneaux croises de (a, p, A) dans (a’, p’, A’) est un 
couple (f: A + A’, o: a -+ a’) d’homomorphismes d’anneaux tels que p’ o q = 
f o p et que o soit f-lineaire pourles tructures de A-bimodule de aet de A’- 
bimodule d a’. 
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On definit de meme par exemple une K-&.&e de Lie croisee (ou K est un 
anneau commutatif unitaire). P stun triple (a, ps A) ou est me -algkbre 
e Lie, aest une K-algebre de Lie qui est en meme temps un A-rn~d~l~ a 
auche (on a done une application K-bi~i~~ai~e A X 0-+ a telle que 
[a, bj a = a(bu) - b(aa)), telle que A opere SW a par 
t/uEA, Va,j!?E a Q . [c&P] = IQ&P] + [a, Q/q 
Enfin p: a -+ A est un homomorphisme de K-algebres d  Lie, lineaire pour la 
ture de A-module de a, (i.e., p(ua) = [a,p(u)]) he1que Va, 
Un homomorphisme de (a,~, A) vers (a’,@, A’) est un couple (q: a+ a’, 
8 A -+ A’) d’homomorphismes de K-algtbres d  Lie tel que p’ o ? = f o p et 
VQ E A: t’u E a, ?j’(ua) =f(u) ~(a). 
Le lecteur etendra f cilement cesd~~n.itions 1 
ple, celui des K-algebres as ociatives ou ceEui 
n a alors laproposition suivante: 
PROPQSITION 2. La catkgorie des anlzemx crois& (resp. des K-u res 
de Lie croisb, des K-algGbres a sociatives croiskes,...) est cu~o~~q ent 
~q~ivu~e~te ri laeatt!gorie des catkgories nternes d la cut&gorie des a~~~u~~ 
(resp. des K-algzbres de Lie, des K-ulg2bres ussociutives~.~.). 
~~~onstrution. (a) A un anneau croise (a, p, A) m associe lacat~g~r~~ 
interne aux anneaux (A,, A,) donnee par A, = A; A, = A X a en tant 
groupe abblien, muni de la multiplication 
(a, Q) . (b, /3) = (ub, u/J + ab i a/?). 
pose 4d.h Q> = Q, a,(~, Q) = a + p(a), ~(4 = (Q, O>, P((Q, a>: @, 
) a $ /3) (avec b= a + p(a)). 
(b) Inversement a une categoric interne aux anneaux (A1 ,A2) cm a 
t’anneau croise don& par A = A,, a = ker a, 9 p = a, Ill etla structure 
bimodule d a est donnee par ua = r(u)a et au = al;l(u), 
recede de meme dans les autres cas. Par exemple, dans le cas dune 
algebre d Lie croisee, la crochet deA X a est donnk par 
I@, a>, (Q’, a’>1 = (I a, a’], au’ - da + [a, a’]). 
C. LES MONO~ES. Les exemples precedents pourraient 
our toute structure algebrique T ily aurait une notion de a”-algebre 
croisee s presentant plus implement quecelle de categoric interne a Za 
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categoric desT-algebres. L’examen ducas des monoides (ou de structures 
algebriques faibles analogues) incite a plus de prudence. 
On peut appeler monoi’de croise unquadruple (17, H p, @) 06 I7 et H sont 
des mono’ides, p: H + 17 est un homomorphisme et @ est un homomorphisme 
de H dans le monoYde End(H) des endomorphismes de H satisfaisant les 
conditions suivantes: 
(i) Vh, k E H, @(p(h))(k) . h = h . k, 
(ii) Vh E H, Vf E IT, p(@(f) .(h)) .f = f. p(h). 
A tout monoi’de croise onassocie facilement,  s’inspirant de ce qui a Cte 
fait dans le cas des modules croisis, unecategoric interne a la categoric des
mono’ides. Mais on n’obtient ainsi que les categories internes v rifiant une 
condition d’homogeneite qui p ut se preciser comme suit. Soit M = (MI, M,) 
une categoric interne a la categoric desmonoYdes. Soit el’element neutre d
M, et soit f E M,. On d&nit l’application 
mf: a;‘(e)+ a;‘(f) 
par mf(a) = a . r(f). On dira que M est homogdne si pour tout f, mf est 
bijectif. On obtient alors une equivalence entre la categoric desmono’ides 
croises et la categoric des ategories internes homogenes a la catigorie des
mono’ides. 
Bien que la notion indiquee d mono’ide croise puisse etre utile pour 
l’etude de certaines classes de monoydes (par exemple s L-monoi’des d&is 
par Van Buggenhout [20] c’est-a-dire les monoides M tels que 
Vx, y E M3!z E M verifiant xy = zx), il semble bien que des coefficients plus 
gtneraux seront ecessaires pourles mono’ides quelconques. 
Notons qu’ici, mtme dans le cas de mono’ides croises, on ne se trouve plus 
en presence d groupoYdes internes. Ce qui nous fait dire que la bonne 
gtneralisation de la notion demodule croise est celle d T-categoric. 
D. LE CAS “ABBLIEN." Dans le cas oit la T-categoric A = (A,, A *) est 
un mondide interne-c’est-i-dire lorsquA1 est l’objet final de 
Mod(T)--nous proposons de parler desysteme d coeffkients “abelien.” Les 
exemples rassembles dans l’enonct suivant (dont la demonstration facile est 
laissle au lecteur) nous paraissent jus ifier cette rminologie. 
PROPOSITION 3. La catkgorie d s monoides internes 2 Mod(T) est 
canoniquement kqquivalente d 
(1) la catkgorie desgroupes ab.&ens i T est la thtforie desgroupes; 
(2) la catkgorie desK-algsbres de carre’ nul si T est la thkorie d s K- 
alg.Zbres as ociatives; 
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2. LES l- ET LES hXXYCLES 
Soit B une categoric a limites a gauche finies, T une ~~~~~ie a~~~~~iq~~~ X 
me T-algebre de B et A = (A 1, A,) une T-catigorie de 8,
DEFINITION 1. Un l-cocycle de X a coeficients dans 
~omomor~bism~ de X dans A,, 
est un T- 
~sig~a~i par 01: X-+ A 2 un I-cocycle, 163s composts a,~ et 2, (Y sont 
appelb la source etle but de a. On dtsignera parZ”(X, A) ~‘~~sern~~e des l-
cocycles de X it coefficients dam A,Si M: XI, A, est un ~~momor~~isme on 
d~si~nera parZ~{Xi A) (resp. $!?(X, A)) i~e~s~rn~~e des -c~cyles d  source 
(tesp. debut) M. On remarque sans peine que Z”(-, ) est la function objet 
d’un bifoncteur contravariant en sapremiere varia e et covaria~$ en sa 
seclude. Un l-cocycle de la forme (&I pa: Al -+ A, esf la f~~~ctio~ 
identity) est dit neutre. 
EXEMPLES. Ici, nous particularisons a n uveau en ~r~~a~~ 
~at~~orie des nsembles. 
sit ey un 1-cocycle du groupe G a coefficients ms &emodule croisc 
). On lui associe le couple &6; 9) ou 
(i) f: G -+ 67 est l’homomo~hisme ource d tu; 
(ii) ~7: G-+ H est difini par (o(x) = a, * f;“. 
Le caract~re ~omomor~hique de LXfournit la for 
done rp est un homomorphisme croisi: parfde G dans 
La r~ci~roq~~ &ant facile, on voit que la nQtion de1 cycle pr~seut~e ic:
couwide avec la notion classique. 11 nCtait ~~idernrn~~~ de m2me dans la 
presentation ad pt&e par Duskin [T-7]. 
(b) On a de m2me une bijection c~o~ique ntse ~9e~s~mb~~ 
cocycles de la K-algebre associative X a co~~cie~ts dans la cat~g~~~~ te~~~ 
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associee a laK-algebre c oisee (a, A, p) et I’ensemble des couples (f; q) oti f: 
X-t A est un homomorphisme et oti 9: X-+ a verifie la condition: 
dYX> =f(Y) P(X) + dY>f@) + c4Y) P(X)* 
Notons que si a est de car& nul (et done simplement u  A-bimodule) on 
retrouve la notion classique d’homomorphisme croise d Hochschild (cfr., 
par exemple, Mac Lane [ 17, p. 2841). 
(c) De meme, un I-cocycle de la K-algebre de Lie g a coefficients da s 
la categoric interne associee a la K-algebre d Lie croisee (a, p,A) 
correspond canoniquement a un couple (f, q) od f: a +A est un 
homomorphisme de K-algebres d  Lie et q: g -+ a est K-lineaire et satisfait i 
db, ul> =.0x) KY> -“KY) dx> +b(X>> d.Y>l. 
(11 s’agit de nouveau d’une notion d’homomorphisme croise.) 
(d) L’exemple d s 1-cocycles d’un mono’ide a coefficients dans la 
categoric interne homogene associee i un mono’ide croise est analogue a 
celui des groupes. 
(e) Dans les exemples “abeliens” cites dans la proposition 3, on retrouve 
immediatement les homomorphismes ordinaires comme 1 -cocycles. 
2.2. Les 2-cocycles 
Avec les notations i diquees pour la definition 1 (en 2.1 ci-dessus) nous
nous proposons de dlfinir la notion de2cocyle de X i coefficients da s A.
2.2.1. Par souci de clarte, nous supposerons d’abord que CY est la 
cattgorie desensembles. Un 2-cocycle de X a coefficients da s A est un 
couple (Q, d) ou Q: X-A, est une application, en general noiz 
homomorphique, et d une donnle qui mesure, par l’intermediaire e fleches 
(elements de A&, le defaut d’homomorphisme de Q.De facon precise, pour 
chaque operation f-primitive ou dCrivee-+le la thlorie T,on donne une 
application Af: X”-+A, (oti n est I’arite def) telle que Af(x,,..., x,) ait pour 
source Qdf,(x, ,..., x,)) et pour butf,,(Q(x,),..., Q(x,)) (otifx etfAl designent 
les interpretations de f dans les T-algebres X et A,). Nous Ccrirons 
Q 0 fx -,Af f,, 0 Q’ et imposons les conditions suivantes: 
(a) Une condition de ormalisation: s  fest une simple operation de 
projection, Af est neutre. Done si f(x, ,..., x,)=x,, on aura Af (x1 ,..., xJ =
id,,,,,: Qt.&(x1 y...3 x,)) = Q(Xi) + Q(Xi) = fA,(Q(x,),..., Q(x,); cette operation 
de selection de la i&me composante sera notie p;. 
(b) Une condition de compatibilite avecla composition des 
operations. Pourtoute operation n-aire f t pout out n-uple d’optrations 
(gl,..., g”) toutes m-aires (on peut oujours se ramener a cette situation, via 
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Ies proje~t~~~s), on peut former l’opiration compode h= f 0 (g14e.07 g”).
exige la eommutativitC du diagramme 
(06 fAz est l’interpr&ation de f dans la T-aigkbre A ?). 
Illustrons eette d rnikre condition da s deux exempies familiers, 
(1”) Supposons que T contienne u ioi binaire associative f (notke 
m~ltip~~~ativeme~t). Posons h,= f 0 (f 0 (p: 9pi), p:> (kl hl(xx, ysz) = 
(x. y) . .z et h, =so (P:,fo (Pi, p:>> (k.3 h,(x, Y z> =x * (Y 9 z>>- 
L’associativitt de f s’krit h,= h,. La condition “~a~itue~le~’ de 2-cocycle 
s’~~on~e en disant que le contour extkrieur iagramme suivant co
(Q(x) - C?(Y)> - Q(Z) = Q 
Nous disons que ce sont les deux triangles qui doivent ~omrn~ter~ I’kgaliti 
des flkhes verticales Ctant obligke par l’axiome 
(Y) Supposons que T contienne deux 1 
(not&e +), I’axiome h, = h, exprimant la distrib 
XY+=. Ponc h,=f(p:,go(p:,p~))eth, 
Nous exigeons lacommutativitk des triangle 
dont le contour extkrieur fournit une autre co 
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Classiquement, la definition d’u2cocylce omporte ladon&e d’un &cart $ 
I’homomorphie ourdifferentes operations primitives de latheorie algebrique 
consider&e. On impose a ces differents &arts des conditions de compatibilite 
qui “proviennent” des axiomes de la theorie. Or ces &carts primitifs se 
prolongent  des defauts d’homomorphie pour les operations derivees t le 
but des conditions imposles t en fait d’assurer l  caractere bi n defini de
ces &arts derives chaque fois qu’en vertu des axiomes de la theorie la
decomposition d’u e operation derivee ne peut se faire d man&e unique. 
Joignant cette r marque aurefus dene parler d’une theorie algebrique qu’a 
travers ses generateurs t elations definissantes, o  aboutit naturellement a 
la formulation proposee. 
2.2.2. Reprenant pour B une categoric quelconque a limites a gauche 
finies, nous pouvons enoncer les chases comme suit. 
DEFINITION 2. Un 2-cocycle de X a coefficients da s A est un couple 
(2, d) ou 3: X-t A 1 est un morphisme d E” et d est une application qui a 
toute operation f deT associe un morphisme d B 
(ou n est l’arite def) de telle sorte que: 
(i) pour toute operation n-aire f 
a,,oAf=_Zof, et 3, oAf =f, o-2”; 
(ii) (condition de normalisation pour les projections) 
Ap; = q o 9 o p;,&q o pyga, o _2”); 
(iii) (condition de compatibilite avec la composition desoperations) 
quelles que soient l’operation n-aire f t les n operations m-aires g’,..., g”, 
on a 
A(f 0 (g’,..., gy> = p o [Af o (g;,..., g;),f,, 0 (Ag’m Ag”)]. 
L’ensemble de ces 2-cocycles sera note Z”(X, A). 
2.2.3. Une particularisation de la notion de2-cocycle estutile. Pour I’in- 
troduire, rappelons quedans le cas des K-algebres as ociatives (resp. de Lie) 
les 2-cocycles de Shukla [ 191 (resp. de Dixmier [4]), comportent u  “systeme 
de facteurs” pour l’addition qui devient inutile si K est un champ; les 2- 
cocycles de Hochschild sont alors sufisants. Cela provient de ce que les 
extensions sont K-scindees. Au si poserons-nous la definition suivante: 
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DEFINITION 3. Soit 7’ une theorie algebrique sous-jacente a T (en ce 
sens que les termes et axiomes de i” sont ous contenus darts ceux de T). Gn 
dit qu’un 2-cocycle (Y.d) de X i coefficients dan A est F-trivial si -9 est 
un Phomomorphisme t si. pour toute operation n-aireSde T, on a 
Af=qoPo.J; (=q 0 f4 c, 2”). 
En particulier on dira qu’un 2-cocycle (9, A) est netttre s’il est T-triviai. On 
dira ussi qu’un 2-cocycle est normalisP ’ii est T-trivial pour la sous-theorie 
‘T de 7 engendree par les eules constantes d  T. 
2.2.4. EXEMPLES (F = Pm). (a) Un 2-cocycle normaiise dugroupe G h 
coefficients dan la categoric interne associee a un module croise (H1 iI, $7. 
@) revient a la donnee d’un couple (.i, h) OU 2: G + [I et h: G x G --+ Fi 
satisfont auxidentites: 
(i) -?(e,;) = e,,; h(x, eG) = h(e,, x) = eH: 
(ii) 2(y) J(X) = p(h( J’* x)) .2( J-x): 
(iii) .+‘h(y, x)* h(z. yx) = h(z, J) * h(z),, x). 
Ce son: Ii precisement les2-cocu!es de Dedecker j3]. 
(b) ie cas des 2-cocycles i coefficients dan un monoi’de croise est out 
analoguc au precedent. 
(c) Un 2-cocycle normalise d l’anneau X a coefficients dan l’anneau 
croise (a.,~, A) revient a la don&e d’un triple (,Y, c. d) ou P: X-+ A, 
c: X X X --) a et d: X X X + a satisfoct auxidentites: 
{i) 
(ii) 
(iii) 
(iv) 
(!Ji 
(vii) 
(viii) 
S(0) = 0; d(x, 0) = d(0, x) = 0; 
p(c(y, x)) = 2(y) S(x) - .U(yx): 
2(z) c(.v, x)+ c(z, yx) = c(z, y) 2(x) + c(2y. x); 
d(x, .v) + d(s + y. z) = d(y, z) + d(x, y+ i); 
d(.u, .v) = d( y. A-); 
c(x, j’ + z) f L?(X) d( y, z) = d(xy, xz) -i- c(x. y) i c(x, z): 
c(x + .v, z) + d(x, y) -P(z) = d(xz, yz) t c(x, z) -+- c(y, z); 
p(d(x,y)) = .-5’(x) -+ 9(y) - .2(x t- 1.;. 
On retrouve done ies 2-cocycies dtcrits en ]!4], analogues a ceux de 
Mac Lane ! 15 I. 
(d) Soit T la theorie d s K-algebres de Lie et 7” celle des K-modules. Un
2-cocycle T-trivial de l’algebre de Lie g dans i’algebre de Lie croisie 
(a.~. A) revient a la donnee d’un couple (2. c) oti P: g -+ A est une 
application K-lineaire et c: g X g --t a est K-bilineaire, ce ccuple satisfaisani 
aux conditions 
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(i) c(x, x) = 0; 
(ii> P(& Y>> =[=3x>, -Kdl--2W 34; 
(iii) 2(x> . c(y, z)+2(y) .c(z, x)+2(z) c(x, y)+
C(& [Y, zl) tC(Y, [z, xl) +c(z, [x, Y]) =0. 
Le lecteur examinera ce qui se passe pour les 2-cocycles non
necessairement T-triviaux et comparera avec Dixmier [4]. 
2.2.5. Catkgories de 2-cocycles et 2-cohomologie. 
DI~FINITION 4. Un morphisme du 2-cocycle (3, d) vers le 2-cocycle 
(-2’, d’) est un morphisme q:X+ A, dans 8 tel que 
(i) a,a,=s et ~?,a,=5?‘; 
(ii) pour toute operation n-aire f 
P 0 [&if, 0 Q’Y =P 0 b of,, d’fI. 
Si l’on Cvoque la condition (i) par l’ecriture S 4 9, la condition (ii) 
revient a la commutativite, pour toute loi n-aire f, du carre. 
Si q et q’ sont deux morphismes de 2-cocycles tels que 8,~’ = a,~, on dtfinit 
leur compose par v’*q =p o (q, q’). II est alors trivial quel’on obtient ainsi 
une categoric, notee Z’(X, A). 
En identifiant les 2-cocycles isomorphes dans la categoric Z’(X, A), on 
obtient lacategoric de 2-cohomologie de X a coefficients da s A qui sera 
designee par P(X, A). L’ensemble de ses objets, note H*(X, A), est l’en- 
semble de 2-cohomolgie de X a coefficients da s A.11 est facile d verifier 
que Z’(X, A), Z”(X, A), X*(X, A), H2(X, A) sont des bifoncteurs covariants 
en A et contravariants en X. Si on se limite aux 2-cocycles T-triviaux on 
utilisera d s notations comme Z$, (X, A),...  
Nous utiliserons au paragraphe suivant une extension de la notion de 2- 
cocycle n utre. On dit qu’un 2-cocycle (2, A) est neutralisable par un 
homomorphisms F: X--+A Is’il existe unmorphisme ~1de (3, A) vers le 2- 
cocycle n utre d fini par F. On dira lors que o est un neutralisation de 
(2, A). Dualement ondit que (9, A) est coneutralisable par F s’il existe un
morphisme du2cocycle n utre d fini par F vers (9, A). 
Terminons ceparagraphe en enoncant lertsultat suivant quant a la 
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structure desobjets introduits. Ce resultat p rtic~lier n’etant pas utihsi 
ia suite, nous en la&ions laverification u lecteur. 
P~oiPosn~10~ 4. Si B = Ens et si T est me th 
catkgories Z”(X, A) et R2(X, A) sont elles- 
p~rt~~~~ier Z”(X, A) et H2(X, A) sent des T-‘-algPbres 
3. SUITE EXACTE A SIX TERMES 
u paragraphe r cedent nous avons motive nos defi tions deI- et 2- 
cocycles nindiquant ce qu’ils deviennent 
importants. Encore faut-il, pour esperer une 
generale, obtenir une suite “longue” de
le de suite exacte courte d coe~cie~ts. C’est ce que nous nous 
s de faire ici. 
3.1. Indiquons d’abord comment la notion depr~co~~rat~o~ de Grot 
ieck [9] peut-etre adaptee aucas des categories eateries. Soit 
ne suite d categories internes et de foncteurs internes a 8.Soit le prudes 
fibre dans B de P, et 8, et soit p: A, -+ D le mor~h~sme d facto~~s~t~o~ de 
(4 7 P,): 
Un co&age de P est une section CT de p dans 8 ~~iver§el~e n ce sens que 
tout 8-morphisme 9:Z -+ A,) il existe un~~i~~~ 8-morphisme v:
C2 tel que 
(oti ,D est Be morphisme d composition >* Un coclivage estdi6 
~o~~~~i~~ siopy = r (oti q: A, + A, est le 
dira lors que (1) est une suite pr&ofibrke 
se factorise par y: B, -+ B,) si P est un ~~imor~~isrne de 
coclivage normalise. 
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On voit sans grande peine qu’alors I, est necessairement un isomorphisme 
et I2 un monomorphisme. Vu cette d rniere affirmation on peut regarder C 
comme la sous-categoric de A formee des morphismes dont l’image par P est 
une identite de B- et ce au sens litteral lorsque B est la categoric des
ensembles. Dans ce cas la, P est exactement u eprecofibration u se s de 
Grothendieck mais une precofibration dont Iexplicite le noyau; d’oti notre 
locution de “suite precofibree.” 
Designons par U: Mod,(T) + B le foncteur d’oubli. 11 commute aux 
limites a gauche finies ttransforme done une T-categoric et un T-foncteur 
en une cattgorie et unfoncteur interne a 8. On peut alors poser la definition 
suivante: 
DEFINITION 5. On dira qu’une suite C +‘A 4 B de T-categories et d  
T-foncteurs st une suite exacte courte sila suite 
U(C) “u) > U(A) u(p) F U(B) 
de categories et defoncteurs internes a 8 est une suite precolibree dansB
(au sens dit ci-dessus). 
Exemples 
Prenons pour B la categoric desensembles. 
(a) Pour les besoins desa cohomologie desgroupes, Dedecker [3] a 
utilise le concept suivant desuite exacte d modules croises. La suite 
est exacte courte si
(i) la suite 
est une suite exacte courte d groupes; 
(ii) w est un isomorphisme et v/’ est un tpimorphisme. 11 est facile de 
voir que la suite (1) est exacte courte ence sens i et seulement si la suite d
categories nternes correspondante es  xacte courte au sens de la 
definition 5. 
(b) La situation estanalogue dans les autres cas algebriques. Par 
exemple dans le cas des anneaux croises unesuite exacte courte ausens de la, 
definition 5 c rrespond i une suite 
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oti C@ est un homomorphisme surjectif dont un noyau est. @‘, S” est un 
isomorphisme et f’ est surjectif. 
3.2. Application de connexion 
4 A-i B une suite exacte courte de T-categories de Z. 
de 8 munie d’un T-homomorphisme G:X + A,. 
definir une application 
6: z;,&f, B) --f H2(Xy C) 
appelee application de connexion. 
(a) Un morphisme de .k, p: Z --+A*, sera dit cocartesien s’il existe an 
coclivage o tel que opy? = cp. Notons qu’alors pour tout autre 8-morphisme 
t+f : Z -+ A z tel que pqf = pq3, il existe ununique ~-mor~~~srne v: X -+ 6, tel 
we u1’ = ,d(o, I2w>. 
Nous supposerons dans ce qui suit que ~~~sorn~r~~isrne I,: 6, -+ A, est 
l’identite, ceci simplement pour alleger quelque peu les rotations. 
(b) Soit 0 un coclivage normalist. On peut lui associer un 2-cocycie de
D (qui est bien une T-algebre d 8) a coefficients dam de la maniire 
s&ante: 
(i) On pose Q=ala: D-+A,=C,. 
(ii) Pour toute operation n-aire f,les deux 8-morphismes a 0 f, et 
4; o on de P dans A, ont m2me composee avec a,: A2 -+ A, ainsi qu’avec 
2 -+ B, ~ Le premier etant cocartesien, l existe ununique &morphisme 
n -+ C, tel que 
Verifions que (Q, A) est bien un 2-cocycle. On a immidiatement les 
conditions (i) et (ii) de la definition 2; il suffrt deverifier la condition (iii). 
Pour ce faire, vul’unicite de la factorisation a travers unmor~h~sme cocar- 
tesien, ii suffrt devoir que I 
481/67/Z-10 
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Or le second membre vaut 
(vu I’associativitit de ,u et la proprike caracterisant df) 
= f*(j+J 0 g:,, I, 0 Ag’),..., iu(og:, 9I2 I3 Ag?) 
= f*(gi 0CP,..., g; 0Orn) 
ce qui est bien le premier membre de l’egalite a demontrer. 
(c) On verifie Cgalement que, si on remplace 0 par un autre coclivage 
normalise o’,le 2cocycle obtenu est isomorphe au precedent. 
(d) On peut alors definir 6: Z&,(X, B) -+ H*(X, C) comme suit: pour 
tout 1-cocycle j3:X+ B tel que a,/3 = P, G, il ya un unique homomorphisme 
de factorisation yg: X-t D. On compose alors le2-cocycle obtenu en (b) avec 
y. et on obtient un 2cocycle d X A coefficients da s C.En vertu de (c) sa 
classe d 2-cohomologie ne d pend que de /I et l’application de connexion 6 
est done bien definie. 
Si @> = [(Q,A)l, on aque Q = aray, et Af est I’unique application elle 
w 
fz 0 (0 0 ~1” =luk 0yo 0 fx, 120 Af >- 
3.3. THBOR~ME 5. Dans la situation ndiquee, la suite 
est G-exacte ausens uivant: 
(i) un l-cocycle darts A provient Sun l-cocycle dans C ssi son image 
est neutre dans B; 
(ii) un l-cocycle dans B provient dun I-cocycle (resp. un l-cocycle 
cocartesien) da sA ssi son image par 6 est neutralisable (resp. neutre) dans 
C; 
(iii) un element de H*(X, C) est dans l’image d 6 ssi son image dans 
H,(X, A) est coneutralisable p r G, le morphisme de coneutralisation &ant 
cocartesien; 
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(iv) un e’le’ment de N*(X, A) provient 
image est neutre dam B. 
En cadre, lasuite 
zyx, C) -+ .22(X, A) -+
est exacte au sens indique’ en (i). 
~~~~~str~ti~n. (i) Le premier point, ainsi que la derniere a~rrnat~~~ du 
theoreme, sont immediats puisque 
est un produit fib& 
(ii) oit 8: X-, B, un 1-cocycle dans 
(a) S’il existe un l-cocycle ocartesien p’: X-+ 
soit u un coclivage telque upp’ = ,f?‘. On a p’ = cry, do 
on a que Q = a,ay = a&” est un homomorphisme et done 6 
~~versern~~t si a(/?) est neutre, pour toute operation n-air, ona 
one p = 0 0 ys est un 1-cocycle ocartesien dans et on a ~videmme~~ 
P20pl=/l. 
(b) Si a: X -+ A, est un l-cocycle teique P,a = /I9 co~s~d~r~~s le 
morph~sme cocartesien de 8,opa: X--t A2: ii existe ununique m~r~~isme a’: 
X 4 C, tel que ,u(upa, I, a’) = a. 
@in vkifie alors facilement que a’ est un mor~hisme 
W we W3 = KQ, 41) vers le 2cocycle n utre associe a 2. a. 
ktversement, si a’: X -+ C, est une ~eutra~isat~~~ de ( 
facilement que a: ,D o(ay,, I a’) est un l-cocycle dans A s 
ii) Soit [(Q, d)] E W,(X, C). 
‘il existe unI-cocycle /3:X--t B, tel que S(p) = [ ( 9~)], ilfaut rouver un 
morphisme cocartesien 4 du 2-cocy eneutre associe a G vers le 2-cocycle 
) I, 0 d) (dans A). Mais il suffit ur cela de poser Q, =eye et on verifie 
ialement que c’est bien le morph e cocart~sie~ ch rchi. 
Inversement, soit4 un morphisme cocartbie u 2cocycle n utre associe 
) I,A) (on a done a,# = G, a,+?~ = 1 t, pour mute operation n- 
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aire f,f, g” = P 0 (4 0 fx, I,Af >>. Posons ,f3 = P,#: X + B,. D’abord p est un 
1 cocyle, i.e. unT-homomorphisme, car 
-- 
Posons 6(/I) = [(Q, A)J. On a y4 = p# et si u est un coclivage telque 
d=ap@, on a Q=a,ayo=a,#=Q. 
D’autre part on a pour toute operation n-aire f 
et done A = d. Le point (iii) est dlmontre. 
(iv) Le dernier point est rivial. 
Remarque. On pourrait dualiser l  theoreme precedent au sens uivant: 
si on remplace dans la definition 5 la condition de precofibration par une
condition de prefibration, on obtiendrait une suite G-exacte analogue a celle 
du theoreme 5 ou G serait pris comme but tixe t non plus comme source. 
Dans les conditions de G-exactitude il faut evidemment effectuer l s
dualisations correspondantes. 
4. INTERPRBTATI~N DE LA 2-coHo~oLocrE 
4.1. Prkfaisceau covariant interne 
Soit C = (C,, C,) une categoric interne a 8. Rappelons lanotion de 
prefaisceau ovariant i erne sur C (Benabou [ 13); voir aussi Johnstone 
181). 
Considirons pour cela un foncteur interne 
v:Y+C 
(on notera Y = (Y, ?)); les morphismes source, but, identite e  composition de 
Y seront otes a, j?, II’, j/; le foncteur interne v sera design& par (v, v’)). 
On dit que v est un prefaisceau ovariant i erne sur C si le diagramme 
P L c, 
a 80 
1 1 
(1) 
Y - c, " 
est un produit fib& 
Remarque. Pour se donner le prefaisceau ovariant i erne v: Y+ C, il 
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suftit de se donner v et p. Plus precisement a partit dtfinit Yy oet v” 
par le produit fibre (1); on dtfinit q’ par la factoris couple (lyy qv) 
et p’ par la factorisation du c uple (apr,, ~(v’ x v’)). Les seules ~o~di~o~s a 
verifier sules morphismes v et p sont alors 
(i) q3 =a+/, 
(ii) fir’ = I,, 
(iii) & = @r, . 
Nous parlerons souvent duprefaisceau ovariant i erne (v, 
4.2. Exfensions 
Soit X une T-algebre 8 et A = (A,, AZ) une T-categoric de 8.
~FINITION 6. Une extension de X par A est un quadruple (v, /?, yg c) 
0ti: 
(i) (v, /?) est un prefaisceau ovariant i erne sur 
(ii) y: Y -+ X est un T-homomorphisme Cgalisant ca e /3; 
(iii) 0: X+ Y est un 8-morphisme quiest une “secti 
y en ce sens que yo = 1, et que pout out 8-morphisme g: 
unique 8-morphisme g: 2-+ P tel que /3g = g et Crg = oyg. 
emarques. (1) Nous poserons t=G qui est done caract~ri~~ par 
85 = 1 r et ut = ay. On a evidemment g = &. Nous rons ouvent y est 
A-prefibrant. On verifie qu y est un cotgalisateur a etp dam mu 
En effet, soit u: Y -+ Z un T-homomorphisme Bgalisant  e 8. On a d’abord 
u = u,3< = etac = uoy. 11 suffit done de voir que U(T est un T-homomor~hisme. 
Soil f une operation n-aire d T, soit v= L&a*. On a CLD = cyfyo” = of”,, 
done u UCYV = ufro” = fir&? et uc est bien un T- 
(2) peut considerer la T-algebre X comme une 
= (X, 1) en prenant pour morphismes source, but, 
rphisme 1,. On peut alors verifier facilement q 
correspondent ca oniquement a des quadruples 
un prefaisceau ‘ant interne sur A, y: Y -+ est un fo~c~e~r interns a 
Mod,(T) et 0: est un foncteur interne a qui est une section de yet 
lui est, de maniere interne 6. 8, adjoint a gauche. C’est ainsi que a l’extension 
(v, pg y, 0) on associe (v, p1 y, a) en posant y2 = ya(=y& et 5* = qo. 
~~~~NI~ION 7. Un morphisme d’extensions de (v,, /3, 9 lyl) 0,) vers (v, /$ 
y3 o) est un T-homomorphisme p: Y,-+ Y tel que VP = v1 )yq = y1 et &? = 
(06 q’: P, -+ p est la factorisation du c uple (v,, ~cx~))~ 
I1 est clair que l’on obtient une categoric d’extensions qui sera 
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Ext(X, A). Remarquons que deux extensions (v,p, y, a,) et (v, /I, ‘J, a ) sont 
isomorphes, les morphismes n’itant pas astreints a respecter l s ections. 
Soit T’ une theorie sous-jacente a T. On dit que l’extension (v,p, ya) 
est T’-scindee si lasection u est un T-homomorphisme. La sous-cadgorie 
pleine d Ext(X, A) determike par les extensions T’-scindtes seranotee 
Ext,, (X, A). L’ensemble d s classes d’isomorphisme d’objets de ces 
categories sera note Ext(X, A) (resp. ExtT, (X, A)). 
4.3. Exemples (Nous faisons ici Z = Ens) 
(1) LE CAS DES GROUPES. On obtient facilement une equivalence entre 
les extensions du groupe X par la categoric interne associee au groupe croise 
(H, l7, p, 9) au sens de la definition 6 et les extensions au sens uivant: une
extension de X par (H, IT, p, 9) est une suite exacte courte d groupes 
munie d’un homomorphisme v: Y-t n tel que 
0) VoK=P, 
(ii) Vh E H, VJJ E Y, K(9(V(J’))(h)) = J’K(h) ,V- ‘. 
Si on a une extension en ce sens, on definit ?= Y x H muni de la 
multiplication (y, h)(y’, h’) = (yy’, hvCY)h’) et on pose p(u, h) = K(h) y. 
Inversement si ona une extension (v,/3, y, a) au sens de la definition 6, 
delinit K par K =pK’ Oti K’: H -+ P eSt la fWtOkitiOn par P du Couple 
(0, (0, id,,)). 
Observons que si H est commutatif, l’homomorphisme v se factorise a 
travers y en v = p,y. Sion ne considere qu les extensions correspondent a u  
o: X + IZ fixe, onretrouve les op-extensions de Mac Lane ([ 171, p. 108 et 
svt.). 
(2) LE CAS DES K-ALG~BRES. Soit X une K-algebre et (&‘, p, A) une K- 
algebre croiste. Les extensions au sens de la definition ge erale 
correspondent ici aux suites 
a”- Y-LX 
oti 7 est un K-homomorphisme urjectif de noyau K, muni d’un K- 
homomorphisme v: Y+ A tel que 
VK=P 
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ct tel que Vy E Y, Va E a 
y * a = v(y) . a, 
a*y=a-c(y). 
(3) Lr-: CAS DES K-ALG$BRES DE LIE. De m&me une extension d’une K- 
aigebre d Lie ,% par une K-algtbre de Lie croiste (a. p, A) consiste en une 
suite exacte 
(K noyau de l’homomorphisme surjectif y) et un K-homomorphisme P: Y --) n 
tel que 
(i) VK = p, 
(ii) \ y. a] = lfy)a, VaEa et VyE Y. 
(4) LE CAS “ABBLIEN.') Soit A un monoi’de interne a ia categoric 
Mod(T). Une extension d’une T-algebre X par A consiste en une suite 
oti /? est une action dumono’ide A sur Y (i.e., p est un T-homomorphismc, 
&O, y) = J’ et P(a, P(a’, y)) =/I(&, y)) et 7 es: un T-homomorphisme 
surjectif munid’une section ensembliste u teiie que y(y) =x si et seulement 
si ii existe a CA tel que y = /3(a, (x)). 
Une telle extension pourrait 6 re appeke une extension centrale par 
analogie avec e qui se passe dans le cas ou 7’ est ia theorie des groupes. 
4.4. ThGor&ne dinterprhtation 
THI~~ISME 6. Les catkgories Z2(X, A) er Ext(X! A) sent iquicalenies. 
On a en particulier des bijections entre H’(X. A) et Ext(X. A). En outre ces 
bijections sont naturelles en X et en A. 
De plus pour toute thkorie T’sous-jacente j T rkquivalence induit me 
e’quivalence de Zt, (X, A) et Extr, (X, A). On u done aussi des bijectiom 
natwelles ntre Hg, (X, A) et Ext,, (X, A). 
Dkmonstration. (A) Soit (v,p, ya) une exiension de X par A. Fixons 
d’abord quelques notations. Dans la categoric interne Y (source d v = 
(v, v’)), I’objei des flkches t not& p et i’objet des couples defleches 
composables 9. Le morphisme v dktermine I”:9-t A 2 mais aussi Y”: I’- A ! 
(oti A 3 = A2 xA , A, est l’objet d scouples defliches composables d  A). Les 
projections P-+ 17 seront oties nbet n;. 
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Pour associer a (v, p, y, (s) un 2-cocycle, on pose d’abord Sz= vo. Soit 
alorsf une operation n-aire. On pose Af = v’&$f’. 
11 faut verifier que (Q, A) est bien un 2-cocycle. Comme les conditions (i) 
et (ii) de la definition 2 severifient facilement, xaminons seulement la 
condition (iii). Pour toute operation n-aire f on posera r= &a” et la 
condition (iii) s’ecrit done 
,-- 
v’ 0 (f 0 (g’,..., g”))=P o [v’3(&,..., gw&‘i?9..v ~‘$>I. (1) 
On constate qu
a, v’(.&$, . . .&>) = 4J(.m’b%, v’d”>> 
et done, en vertu de la definition de P par produit fibre, le membre de droite 
de (1) s’ecrit 
p7r”[jyg:,..., g!j), ~YF(&?,..*, k)]. 
Vu que pv” = v’,u’, il suffit de verifier que 
p’[3(&..., g:>tf&?‘Y~ $71 
jouit des proprietes caracterisant fw). Effectivement, on voit d’une 
part que 
cx[f o (g’,..., T)] = a/l’ [f(g&, &), o-F(d’d?)l 
car a,u’ = a$, et d’autre part que 
car /3~’ =/3p’ et on veritie qu
P[3(g1,..., ‘$7, VYF(s”‘,..., $“>I =fp(&?,..., g”> 
ce qui peut se faire encomposant les deux membres avec CI et avec v’ puisque 
P est un produit fib& 
Soit maintenant # un morphisme d l’extension (71,,pi, y,, a,) vers l’ex- 
tension ( , p, y, o). Soient (Q, A) et (Q,, A,) les 2cocyles a socies. On se 
propose d deginir un morphisme v:(Q, A) --f (Q,, A,). On pose w= z’&krl. 
11 faut voir que c’est bien un morphisme d 2-cocycles. On a immediatement 
3, w = Q et a, w = Q, . Soit f une operation n-aire; il faut verifier que 
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c’est-i-dire que p[rc’x ’f?P] =p[Ti’&,,, 7r’@J9i] (ouon a nose 
Considerons alors le cube commutatif: 
Les faces avant, gauche t droite sont des produits fibres, done la face arriere 
en est un. Comme /?T= fycP = afF8” et /3Sf, = $a, fx = c@‘J, la these 
s’ecrire 
ais ceci, vu que y est A-prefibrant r&suite d ce que 
1 est facile d s’assurer quecette correspondance de%%& bien un foncteur 
contravariant de Ext(X, A) vers Z”(X, A). Nous notero F ce foncteur. 
Supposons maintenant que (7c, j3, y, f~) soit T-scindbe. n a imm~d~ateme~t 
T-OS est un T-homomorphisme. I1faut verifier que 
n-aire de T’, Af = qef,, c’est-a-dire n’y=?~$a&. 
sufftt devoir que q’sf, = j’et, de fait, ona bien 
(i) an’cr& = af, et ay= liyfy5” = o&(ya>” = ufx, 
(ii) /3J= fro” = crf, et /?q’afx = afx. 
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(B) Soit (Q,A) un 2-cocycle de X a coefficients da s A.On se propose 
de lui associer uneextension (n,/3, y, 0). 
(a) On prend pour Y le produit fibre dans B de a, et de Q: 
Y Y’X 
Q’ Q 
1 1 
A2 -LA, 
et on pose 7~ = 8, Q’: Y -+ A,. 11 faut montrer que Y peut 6tre muni d’une 
structure de T-algebre de telle facon que 71 soit un homomorphisme. 11 faut 
d’abord definir f,:Y” --f Y pour chaque operation n-aire J:Pour cela on 
remarque que Q&y’ = a,dfyn = a,,~[@“, f2 Q’“] de sorte que fr peut 2tre 
definie comme la factorisation par Y du couple (~[dfr”, &Q”], &v”). 11 faut 
ensuite verifier que Y devient bien ainsi unmodele de T, c’est-i-dire que 
- l’interpretation pzy de pf est bien la i-i&me projection Jy deY” vers Y
- [fo W,...~ g”>lv =fy oh&..., g”y). 
Ces deux faits severilient par composition avec yet avec Q’. Par exemple 
on a 
Q’& 0 (g: ,... , g;) =~[Afy",f,Q'~l 0 k:,-, &> 
= ,@fi”(g:,..., ;), .WVgi~m~ g: Q’YI 
= &if(g;,..., g;) ~“‘7,4Mgiym~ fzk: Q’TI 
=&@f O (&..., g:)yrn, f,WY% Mg: Q’TI 
= p[A [f 0(A.9 g”)l y”, .fdd Q’*>l 
= Q’[f 0(g’,..., f)],.
Le caractere homomorphique de rc est immediat; on a
nf, =8, Q’fy = i+[Afy”, fz Qlnl = 4f, Q’” =fi 71”. 
(b) On se propose d definir l’homomorphisme p. On detinit P comme 
le produit fibrt (dans Mod,(T)): 
COHOMOI.OGll~ NON ABi?i.lENNL: acy? 
Notons que ce carre cart&en se factorise en deux produits fibres (celui de
gauche &ant dans 8): 
Q” est done la factorisation du coupie (Q’a. z). On definit alors 8: r+ 1’ 
par factorisation du couple (‘~a, ,uQ”). 
On verifie que /I est un homomorphisme, i.e.. que &, = f,/?“. en, 
composant les deux membres d’une part avec 7 et d’autre part avec Q’. 
(c) La definition de la structure de T-algebre de Y montre que 7 est un 
homomorphisme; par definition de p, y egalise (L t p. 
11 reste a construire une section u de 7 assurant que ;J est bier. un 
coegalisateur A-p efibrant. 
On detinit 0:X+ Y comme la factorisation du coup!e (i,, vQ). II est a 
noter que dans le diagramme suivant lerectangle et ie carre de gauche sont 
des produits ibres, done aussi le carre de droite. 
Considerons alors le diagramme suivant: 
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ou q, resulte de la factorisation de ( lAI, ~a,,) par A, x,, A, (autrement di , 
vi = T:(V)) et7 r&he de la factorisation de (cry, q, Q’) par F. Dans le cube, 
on verifie immediatement que la face avant: laface inferieure t l s deux 
faces laterales sontdes produits fibres; il enresulte qu la face superieure (et 
la face arritre) en sont aussi. 
Soit alors g:Z -+ Y. II faut montrer qu’il existe ununique g’: Z--f Ptel que 
,8g’ = g et g = ayg. La seconde condition assure que si gexiste, il sefactorise 
de maniere unique par 7. En fait jedis que g’= rg convient. En effet, on a
a2 = asg = ayg 
et /?g = g car y& = yprg = yarg = yoyg = yg et 
Q’ps’ = Q’psg = pQ”sg =/iv, Q’g = Q’g. 
11 nous sera utile d’observer quele morphisme <:Y+ P resulte de la 
factorisation du c uple (cry, Q’). On a en effet a( = P/ et /I{ = 1 y car y,& =
ya<= Y et Q’Pt=pQ”t=p[Q’at, n’tl =~[Q’oy, Q’J =P[vQY, Q’J = Q’. 
On a bien associe a (Q, d) une extension (n,p, y, 0). 
Supposons enfin que l’on ait un morphisme 1/1 du2-cocyle (Q,d) vers le 2- 
cocycle (Q,, d,). Entre les extensions as ociees on definit un morphisme en
prenant pour @: Y, + Y I’unique morphisme tel que y4 = y, et Q’9 = 
,~(wyi, Q;). On verifie acilement que d’une part 4est un homomorphisme de 
T-algebre et que d’autre part, c’est bien un morphisme d’extension. 
II est de nouveau facile de s’assurer que la correspondance d&rite definit 
bien un foncteur contravariant de Z’(X, A) vers Ext(X, A). Nous noterons G 
ce foncteur. 
I1 est immediat que si (Q,d) est T-scindi, le (5 qui vient d’etre construit 
est un 7”-homomorphisme. 
(C) L’etape suivante consiste a construire ne quivalence naturelle entre 
id FWX’.A) et G o F. Soit (x,/3, y, a) une extension de X par A. Posons 
F(T P, y1 0) = (Q, 4 et G(Q, 4 = (qf P, 3 yl, a,>. 
Considirons le diagramme suivant 
CO~lOMOI.OGIE SOS ABkLIESSf: 41; 
on voit que le carre de gauche st un produit fibre. D’autre part, le carrc 
suivant est egalement unproduit fibre (dans X) 
En effet. siCJU = a~, la factorisation est donnee par /‘c ar d’une part ;;lj~: = 
yat’ = u et d’autre part, ?Jn = L: car on a i la fois /?@.?c = 0~. et a@ = CW. La 
factorisation est bien unique car si <w = ZJ on a V; = /?<w = PC. 
I1 existe done un unique isomorphisme de P, d: Y-1 Y, tel que y10 = y ci 
0’0 = c. On verifie facilement quefj- ’= ,/3a’. 
(a) Montrons d’abord que d est un homomorphisme. Soit S une 
opkration it-air:; il faut montrer queJ;,g” = of,. On a d’une part 
ce qui, compte tenu de ce que /?t;f,a”;l” = fy#yn = af?Y et de ce que 
est un produit fibre, peut aussi s’ecrire 
pn”[fy,a*y”, fjTP] = ?r’p’[4TI.u”y”, f&” 
11 s&it de verifier que
,u’[cyy./n, fgT”] = o’cyl, = u; 
et, de fait, ona bien d’une part 
cog-y = u:ify * KfY = f, 
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et d’autre part 
et 
(b) Montrons ensuite que l’isomorphisme $ estbien un morphisme 
d’extension: 
(i) on a y,#=yet ~1~=a,Q’~=a,;rr’r=~~~=71; 
(ii) il faut encore v rifier que /I, 4’ = #I. 
On a d’une part yJ?i#’ = y1 al@ = y1 #a = ya, = yp = y1 # et d’autre part, 
comme 
n’o’P,#’ =~u[Q’a~$‘, 44’1 
= y [ 7r’u’Qa, 7t ]
= dp’ [a’qda, idF] (car /Ia’$a = ), 
il faut voit que a’# = $[(~‘#a, idpI, cequi s’obtient en composant les deux 
membres avec a (et on obtient a~/?) etavec /3 (et on obtient j3). 
(c) 11 faut enfin montrer la naturalite. Soitdone I//: (rc,/3, y, a) +
(z,, &, y2, 02) un morphisme d’extension. P sons v= G(F(v)): (rc, , ,8,, 
y1 yal) 4 (x3 TP3 T y3 y03)- Posons 4= f4n,hy,oj et d2 = ~~n2,42,M,oz~. 11 faut
montrer que v# = &w. Pour le voir composons les deux membres avec y3 et 
avec Q;. 
(9 Y34=w!=v Y~W=Y~#=Y. 
(ii) On a d’une part 
Q;hV=4<2W 
et d’autre part 
I1 sufflt done de montrer que Tz w =,u;(<? ~7, w’<). On a bien ?a: 
composition avec a, et /I*: 
et 
(D) On va montrer que F o G = idzzCX.Aj. Soit(Q? d) E Z’(X, A): on 
pose G(Q. A) = (7t, P y, a) et F(G(Q, A)) = (Q, . A, ). 
(i) On a Q, = xu = 8, Q’o = 6, VQ = Q. 
(ii) On a A,f = x’~~u” 
= n’U,+ff, iQ'nO~ fx) 
= ~‘UlNf, V-1 Q?. f,i 
= ~‘W.L f,) 
= Q'W s,) 
=AJ 
Soit ensuite w:(Q, A)-+ (Q,, A,) un morphisme d Z’(X, A). On a que 
G(y) est le seul morphisme t l que yG(w) = y, et Q’G(ty) =,u(w”~,$ Q’,). Ona 
tlors 
=~u(w,u,, Ql u,, 
=u(w, ~1 Q,, =w. 
(E) Nous avons done bien montri que 2*(X, A) et Ext(X, A) sont 
equivalentes e  que, pour toute theorie T sous-jacente a T. ceci nduit une 
iquivalence entre Z$, (X, A) et Ext,, (X, A). 
II en risulte les bijections an oncees entre H2(X, A) et Ext(X, A)(et entre 
Hi., (X, A) et Ext,, (X, A)). 11 reste a montrer que cette bijection est
naturelle en X et en A; c’est Iiun point facile que nous laissons au lecteur. 
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